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:בה יש שני משתניםמימדית-כאשר יש לנו מערכת דו

לכל אחד יש את נקודת השבת שלו•

כל אחד מתנהג אחרת•

הם תלויים זה בזה•

מימדיות-מבוא למערכות דו

𝑥

𝑡

𝑑𝑥

𝑑𝑡

𝑥

𝑥1

𝑥2

מרחב הפאזה



:עם מערכת משוואותמימדית-אפשר לייצג מערכת דו

מימדיות-מבוא למערכות דו

ሶ𝑥 = ቊ
ሶ𝑥1 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝐵1
ሶ𝑥2 = 𝑐𝑥1 + 𝑑𝑥2 + 𝐵2

כל מערכת משוואות ניתן לייצג באמצעות מטריצה

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵

𝐴 =
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

, 𝑥 =
𝑥1
𝑥2

, 𝐵 =
𝐵1
𝐵2

היא תכונה  Aהמטריצה 

של המערכת



ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים

:מתקייםvווקטור -ו( 𝑵𝒙𝑵)לכל מטריצה ריבועית 

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣

☺v-שימו לב זהו כפל מטריצות ולכן אי אפשר לחלק ב

𝑣 נקרא ווקטור עצמי(eigenvector)– ווקטורים עצמייםקיימים מספר מטריצה ריבועית לכל

𝜆 נקרא ערך עצמי(eigenvalue)–לכל ווקטור עצמי יש ערך עצמי אחד

𝜆1,2 =
𝜏 ± 𝜏2 − 4Δ

2

𝐴 =
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

→ ቊ
𝜏 = 𝑎 + 𝑑
Δ = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

𝜆ו-𝑣 תכונות של המטריצה הםA.



ללא קלטמימדית-פתרון מערכת לינארית דו

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= ሶ𝑥 = 𝐴𝑥

𝑥 𝑡 = 𝑐1 ⋅ 𝑒
𝜆1𝑡 ⋅ 𝑣1 + 𝑐2 ⋅ 𝑒

𝜆2𝑡 ⋅ 𝑣2

ሶ𝑥 = 𝜆1 ⋅ 𝑐1 ⋅ 𝑒
𝜆1𝑡 ⋅ 𝑣1 + 𝜆2 ⋅ 𝑐2 ⋅ 𝑒

𝜆2𝑡 ⋅ 𝑣2

:המערכתיציבותמצביעים על x1,x2המקדמים של 1.

.ואחרת לא, המערכת יציבה𝜆1, 𝜆2<0כאשר 

ሶ𝑥1נקודת השבת שלנו היא כאשר 2. = ሶ𝑥2-ו0 = 0

:דרכים נוספות לראות את זה(. 0,0)אפשר להניח שכל פעם שיש מערכת לינארית שאין בה קלט נקודת השבת היא בראשית 

הפתרון דועך לאפס, כאשר שני הערכים העצמיים שליליים( 2, שמאפס את הנגזרת הוא וקטור האפסהוקטור( 1

האיטיע"העאבל המהירות נקבעת לפי –מכיוון שהם החזקה של האקספוננט –גדלה כתלות בערכים העצמיים /המערכת דועכת3.

ሶ𝑥 = ቊ
ሶ𝑥1 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2
ሶ𝑥2 = 𝑐𝑥1 + 𝑑𝑥2



ללא קלטמימדית-פתרון מערכת לינארית דו

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣 → 𝑣1, 𝑣2

:נצייר שני סוגי עקומים( 𝑥2~𝑥1)במרחב הפאזה מימדית-כשאנחנו מציירים מערכת דו

באותו המשתנהואין עליהם תנועהבהם הנגזרת של כל אחד מהמשתנים מתאפסת ( nullclines)עקומי אפס 1.

(אחורה על הקו-מקסימום קדימה)עליהם המטריצה לא עושה שינוי בכיוון הכללי במרחב–וקטורים עצמיים 2.

באמצעות חיציםכיווני תנועה במרחב בנוסף נצייר גם 

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 0 → 𝑥1 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑐𝑙𝑖𝑛𝑒, 𝑛𝑜 𝑚𝑜𝑣𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑜𝑛 𝑥1

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 0 → 𝑥2 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑐𝑙𝑖𝑛𝑒, 𝑛𝑜 𝑚𝑜𝑣𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑜𝑛 𝑥2



דוגמא משאלות ההבנה

?מהי נקודת השבת של המערכת1.

העצמיים ואת הכיוון אליו פונים עליהםהוקטוריםציירו את 2.

ציירו את עקומי האפס של המערכת3.

ציירו תנועה במרחב הפאזה מנקודות התחלה שונות4.

𝑥2

𝑥1

ሶ𝑥1 = 0

ሶ𝑥2 = 0

𝑣2

𝑣1

(1,1)

𝜆1 = −1, 𝜆2= −6



העשרה

Real

Imaginary

,𝝉מרחב  𝚫מרחב הערכים העצמיים



שיעורי בית



1שאלה 

𝜆1,2 =
1

2
𝜏 ± 𝜏2 − 4Δ

𝜆1 + 𝜆2 =
1

2
𝜏 + 𝜏2 − 4Δ +

1

2
𝜏 − 𝜏2 − 4Δ =

1

2
𝜏 +

1

2
𝜏 = 𝜏



2שאלה 

𝜆1,2 =
1

2
𝜏 ± 𝜏2 − 4Δ

מערכת במערכת א

𝜆1,2 =
1

2
−4 ± −4 2 − 4 ⋅ )−5)

𝜏 = 1 − 5 = −4

𝐴 =
1 1
0 −5

𝜆1 = 1, 𝜆2 = −5

Δ = 1 ⋅ −5 − 1 ⋅ 0 = −5

𝜆1,2 =
1

2
−4 ± −4 2 − 4 ⋅ 1

𝜏 = −3 − 1 = −4

𝐴 =
−3 1
2 −1

𝜆1 = −2 + 3, 𝜆2 = −2 − 3

Δ = −3 ⋅ −1 − 2 ⋅ 1 = 1

יציבהלא יציבה



3שאלה 

(צומת)יציבה 

(אוכף)לא יציבה 

(צומת)לא יציבה 

(צומת)יציבה 

(אוכף)לא יציבה 



4שאלה 



5שאלה 

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣

−6 4
4 −6

1
1

= 𝜆
1
1

−6 ⋅ 1 + 4 ⋅ 1
4 ⋅ 1 + )−6) ⋅ 1

= 𝜆
1
1

−2
−2

= 𝜆
1
1

𝜆 = −2



6שאלה 

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣

−6 4
4 −6

1
−1

= 𝜆
1
−1

−6 ⋅ 1 + 4 ⋅ −1
4 ⋅ 1 + )−6) ⋅ −1

= 𝜆
1
−1

−10
10

= 𝜆
1
−1

𝜆 = −10



7שאלה 

הכניסה למערכת היא אפס



8שאלה 

ሶ𝑋 =
−6 4
4 −6

⋅ 𝑋

𝑣1 =
1
−1

𝑣2 =
1
1

בא

דג

ሶ𝑋1 = 0 → 𝑥2 =
3

2
𝑥1

ሶ𝑋2 = 0 → 𝑥2 =
2

3
𝑥1

להציב את נקודת ההתחלה ולבדוק  . 1

את כיוון הנגזרות ומתי יש חציה של 

עקום אפס

להבין איזה כיוון דועך מהר יותר.  2

מהיר איטי



9שאלה 

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣

0 −4
−1 3

−1
1

= 𝜆
−1
1

−4
4

= 𝜆
−1
1

→ 𝜆 = 4


