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?מה היה לנו עד עכשיו

לא לינארי לינארי
מספר)מימדים

(משתנים
סדר

!היום

ሶ𝑥 = −𝑞𝑥 + 𝑢

𝑥 𝑡 = 𝑥 0 ⋅ 𝑒−𝑞𝑡 +
𝑢

𝑞
1 − 𝑒−𝑞𝑡

מסובכיםבקלטיםבקונבולוציהנעזרים 

מימד אחד

אשון  ר
(ሶ𝒙)

ሶ𝑥 = 𝐴 ⋅ 𝑥

𝑥 𝑡 = 𝑐1𝑒
𝜆1𝑡𝑣1 + 𝑐2𝑒

𝜆2𝑡𝑣2
שני מימדים

(קצת! )היום מימד אחד (ሷ𝒙)שני 



משוואות מסדר שני...בקצרה

.מהתדירות של הקלטשונההתדירות הזו . שמאפיינת אותותדירות עצמיתע מרוכבים יש "למערכות להן יש ע

ההבדל בין תדירות זוויתית לתדירות

𝜔 = 2𝜋𝑓

𝜔
𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑠

𝑠𝑒𝑐𝑜𝑛𝑑
↔ 𝑓

1

𝑠𝑒𝑐𝑜𝑛𝑑
= 𝐻𝑧

𝑇:     זמן מחזור• =
2𝜋

𝜔

:פתרון משוואת אויילר•

𝑒𝑖𝜔𝑡 = cos 𝜔𝑡 + 𝑖 ⋅ sin 𝜔𝑡

𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 = 𝑧 ⋅ 𝑒𝑖𝜙

𝜆 = 𝛼 ± 𝑖𝜔𝑓

 



תהודה

.תדירות העצמית של המערכתקרוב לתדר של הקלט אם הקלט מחזורי הוא דוחף את המערכת בצורה היעילה ביותר כאשר ה

כאשר הקלט פועל בתדירות קרובה לתדירות הטבעית של המערכת–תהודה

.כאשר ישנה תהודה מגיעים למקסימום ההשפעה של הגלים

...'וכו, אולטרסאונד לפירוק אבני כליה, MRI: לדוגמא

𝑥

𝑢

𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑢



?שנימסדר מימדיותחד איך פותרים משוואות 

!מסדר ראשוןמימדיותלמשוואות דו הופכים אותן 

ሷ𝑥 − 4 ሶ𝑥 + 9𝑥 = 0

𝑥 0 = 0
ሶ𝑥 0 = −8

𝑧 =
𝑥

ሶ𝑥
→ ሶ𝑧 =

ሶ𝑥

ሷ𝑥
=

ሶ𝑥

−9𝑥 + 4 ሶ𝑥
= ⋅

𝑥

ሶ𝑥
→

𝜏 =
Δ =

→ 𝜆1,2 =
±

2

Az A z

.למערכת כזו ניתן גם להוסיף קלט



הבדלים בין מערכת לינארית ללא לינארית

𝑓מערכת לינארית היא מערכת שמקיימת : תזכורת 𝑎𝑥 + 𝑦 = 𝑎𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦

במערכת לא לינארית יכולות להיות מספר נקודות שבת1.

והיא נקבעת בכל נקודה לפי  , (מבחינה איכותית)אחידה בכל המרחבההתנהגות , במערכת ליניארית2.

(.  ואופי נקודת השבת)המיקום שלה ביחס לנקודת השבת 

במערכת לא ליניארית ההתנהגות שונה איכותית באזורים שונים

מערכות לינאריות מערכות לא לינאריות



....במערכות לינאריות בחד מימד

𝒕 𝐱 𝐭
𝒅𝒙

𝒅𝒕
𝚫𝒕 ⋅

𝒅𝒙

𝒅𝒕

0 0 100 0.1∙100 = 10

0.1 0+10 = 10 100-0.5∙10 = 95 9.5

0.2 10+9.5 = 19.5

פתרון גרפי

פתרון נומרי

פתרון אנליטי

𝑥 𝑡 = 𝑥 0 ⋅ 𝑒−𝑞𝑡 +
𝑢

𝑞
1 − 𝑒−𝑞𝑡



וגם במערכות לא לינאריות

אנליטי|  נומרי  |  גרפי

נתונה המערכת  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= sin 𝑥 − cos(𝑥)

?ומהי יציבותן[3𝜋,3𝜋−]מי הן נקודות השבת בתחום 
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וגם במערכות לא לינאריות

אנליטי|  נומרי  |  גרפי

נתונה המערכת  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= sin 𝑥 − cos(𝑥)

?על איזה ערך תתייצב המערכת, ל"עבור תנאי ההתחלה הנ
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1. 𝑥(0) = −
9𝜋

4
 

2. 𝑥(0) = 0 
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שונים משפיעים שונהקלטים

תחילת הפולסלפנירגע תחילת הפולסאחרירגע

1. 𝑥(0) = −
9𝜋

4
 

2. 𝑥(0) = 0 

3. 𝑥(0) =
𝜋

2
 

𝑢עבור   𝑡 = 5 = 0.5

סוף הפולסאחרי רגע המצב הסופי של המערכת

המערכת

0.5-גדלה ב

השבת' נק

כמעט לא זזה

המערכת חזרה
למצבה המקורי

𝑑𝑥

𝑑𝑡

𝑥



שונים משפיעים שונהקלטים

1. 𝑥(0) = −
9𝜋

4
 

2. 𝑥(0) = 0 

3. 𝑥(0) =
𝜋

2
 

𝑢עבור   𝑡 = 5 = 3

המערכת

3-גדלה ב

אגן ההתכנסות נוצר מחדש

ולכן נקודת השבת השתנתה

תחילת הפולסלפנירגע תחילת הפולסאחרירגע

אין נקודות שבת

Xהולך ועולה

סוף הפולסאחרירגע המצב הסופי של המערכת

𝑑𝑥

𝑑𝑡

𝑥



שונים משפיעים שונהקלטים

1. 𝑥(0) = −
9𝜋

4
 

2. 𝑥(0) = 0 

3. 𝑥(0) =
𝜋

2
 

אנליטי|  נומרי  |  גרפי

?הבאיםלקלטיםאיך המערכת תגיב 



לינאריזציהסדר פעולות בפתרון שכולל 

.הקירוב הוא לינארי בסביבת נקודת השבת. של המערכת( 𝑥(𝑡))כדי למצוא פתרון כמותי מקורב בלינאריזציהנשתמש 

:  על מנת למצוא פתרון מקורב בנקודה קרובה לנקודת השבת. 𝑓(𝑥)-כሶ𝑥-כדי לפשט נקרא ל

בעזרת העקום𝑥(𝑡)נמצא את הפתרון של מציאת שיפוע העקום יצירת עקום משיק בנקודת השבת 

𝑧:  בנקודת השבתሶ𝑥-שמשיק לzנסמן עקום 1. = 𝑎(𝑥 − 𝑥𝑠𝑠)( 1משוואה)

ሶ𝑧נקבל ביטוי מהצורה zאם נגזור את 2. = 𝑎 ⋅ 𝑧 כאשרaהוא שיפוע

𝑓נגזרת הפונקציה  𝑥 בנקודה𝑥𝑠𝑠 .זהו פיתוח של טור טיילור שאתם

.לא צריכים לדעת איך לעשות

𝑓נגזור את הפונקציה הנתונה לנו aכדי למצוא את השיפוע 3. 𝑥לפי

𝑥 בנקודה𝑥𝑠𝑠- כלומרቚ
𝑑𝑓

𝑑𝑥 𝑥𝑠𝑠

ሶ𝑧קיבלנו משוואה מהצורה 4. = −𝑎𝑧ופתרונה הוא כמו שלמדנו:

𝑧 𝑡 = 𝑧 0 ⋅ 𝑒−𝑎𝑡( 2משוואה.)

ובתנאי ההתחלה על מנת( 𝑧(𝑡)שתיהן )2-ו1נשתמש במשוואות 5.

.למצוא את מה שאנחנו צריכים

ሶ𝑥

z

𝑥𝑠𝑠



?לינאריזציהמה עושים כשאי אפשר לעשות 

?לינאריזציהמתי אי אפשר לעשות 

כאשר אין נקודות שבת1.

כאשר נקודת השבת רחוקה מהנקודה אותה אנו מחפשים2.

?אז מה עושים

𝑥קירוב על ידי פתרון נומרי• 𝑡 + Δ𝑡 = 𝑥 𝑡 + ቤ
𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑥 𝑡

⋅ Δ𝑡

𝒕 𝐱 𝐭
𝒅𝒙

𝒅𝒕
𝚫𝒕 ⋅

𝒅𝒙

𝒅𝒕

0 0 100 0.1∙100 = 10

0.1 0+10 = 10 100-0.5∙10 = 95 9.5

0.2 10+9.5 = 19.5

מנסים לראות האם יש רמזים בשאלה שיעזרו לנו לפתור בדרך אחרת  •



1שאלה 



פתרון-1שאלה 

𝜏 = −6
Δ = 10

→ 𝜆1,2 =
−6 ± 36 − 4 ∗ (10)

2
= −3 ± 𝑖

𝑧 =
𝑥

ሶ𝑥
→ ሶ𝑧 =

ሶ𝑥

ሷ𝑥
=

ሶ𝑥

−10𝑥 − 6 ሶ𝑥
=

0 1
−10 −6

⋅
𝑥

ሶ𝑥

ሶ𝑥

𝑥

𝑡 = 𝜋

𝑡 = 0

מסדר ראשוןמימדנעבור לדו 

ע"נחשב ע

1𝑥(0)ספירלה בתדירות זוויתית 

ሶ𝑥(0)
=

0

8/14



2שאלה 

𝑧 =
𝑥

ሶ𝑥
→ ሶ𝑧 =

ሶ𝑥

ሷ𝑥
=

ሶ𝑥

−1444𝑥
=

0 1
−1444 0

⋅
𝑥

ሶ𝑥



3שאלה 

כל פעם שהוא היה מגרה את  . קולגה מהמעבדה ביקש מכם עזרה

קצב הלב היה עולה כל כך שלבסוף התאים  , מסוייםתאי הלב בתדר 

לאחר ששאלתם מה היה תדר הגירוי  . היו מפסיקים לעבוד ומתים

.הבנתם מיד את הבעיה

?מה הוא תדר הגירוי שבו השתמש הקולגה

(נא לעגל כלפי מטה-ביחידות של הרץ)

A=
0 1

−1444 0

𝜏 = 0
Δ = 1444

→ 𝜆1,2 =
0 ± −4 ∗ 1444

2
= ±38𝑖

ההבדל בין תדירות זוויתית לתדירות

𝜔 = 2𝜋𝑓

𝜔
𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑠

𝑠𝑒𝑐𝑜𝑛𝑑
↔ 𝑓

1

𝑠𝑒𝑐𝑜𝑛𝑑
= 𝐻𝑧

𝜆 = 𝛼 ± 𝑖𝜔

𝜔 = 38 = 2𝜋𝑓

𝑓 =
38

2𝜋
= 6.04



4שאלה 

4.5-וב3-נקודות שבת ב

אגן ניקוז–נגיע אליה x(0)<4.5מכל : הנקודה יציבה3-ב



5שאלה –שיעורי בית 

:י משוואה דפרנציאלית"אצל אדם בוגר במנוחה נשלט ע( 𝑥)ידוע שדופק 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 1 −

𝑥

60

3

(.ואילו הדופק נמדד בפעימות לדקה, הזמן נמדד בשניות)

שניות במצב מנוחה ואז  60לאחר מכן היא ממתינה . נבדקת מבצעת תרגילי כושר כאלה ואחרים שבמהלכם הדופק שלה עולה

.פעימות לדקה65תוצאת המדידה היא . מודדים לה את הדופק

נא לדייק . )והעריכו את הדופק של הנבדקת מיד בתום תרגילי הכושר, השתמשו בקירוב לניארי סביב נקודת שיווי משקל של המערכת

(עד ספרה אחת אחרי הנקודה

0זמן 

65דופק 

60זמן 

??דופק 



𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 1 −

𝑥

60

3

𝑑𝑥/𝑑𝑡

𝑥

קירוב לינארי בסביבת נקודת השבת



יצירת עקום משיק בנקודת השבת 

𝑓 𝑥 = 1 −
𝑥

60

3

𝑓′ 𝑥 = −3
𝑥

60

2

∙
1

60

𝑓′ 60 = −
3

60
מציאת שיפוע העקום 



בעזרת העקום𝑥(𝑡)נמצא את הפתרון של 

0זמן 

65דופק 

60זמן 

??דופק 

𝑧 𝑡 = 𝑥 𝑡 − 60

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑓′ 60 𝑧 = −

3

60
𝑧

𝑧 𝑡 = 𝑧 0 𝑒−
3𝑡
60

𝑧 60 = 𝑧 0 𝑒−
3∙60
60 = 5 t

z

z(0)

60

5

𝑧 0 =
5

𝑒−3
= 100.42

𝑥 0 = 𝑧 0 + 60 = 160.42



6שאלה 

:55בדופק התחלתי של 

𝑓 55 = 1 −
55

60

3

= 0.229

෫𝑓 55 =
3

60
∙ 5 = 0.25

x60 6555

:65בדופק התחלתי של 

𝑓 65 = 1 −
65

60

3

= −0.271

෫𝑓 65 = −
3

60
∙ 5 = −0.25

dx/dt

איטית יותר  אמיתיתהתכנסות 

י  "מהתכנסות משוערכת ע
קירוב לינארי



8שאלה 

0.4

-0.4

-1 0 1

0.4

-0.4

-1 0 1

0.4

-0.4

-1 0 1

קלט חיובי  

גדול שמוציא  

מאגן הניקוז

קלט שלילי  

גדול שמוציא  

מאגן הניקוז


